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2020학년도 서울시립대학교 자연계열 모의 논술고사 해설

[문제 1] (100점)

≤≤인 두 자연수 , 과 양수 에 대하여  
  



  ,  
 



라 할 때, lim
→∞

 


의 값을 구하여라. 

[예시답안]

     ⋯ 

     ⋯ 

                  ⋮

      ⋯   ⋯  

이다. 따라서 ≤≤, ≤ ≤, ≤≤에 대해    인 두 자연수의 순서쌍  의 개수는  다

음과 같다. 

[1] 인 것은  ,  , ⋯,  로 모두 개이다.

[2] ≤≤인 것은 

        ,  , ⋯,  ,  , ⋯,  

   의 개이다.

[3] ≤≤인 것은  ,  , ⋯,  의 개이다.

따라서   
 

 

  
 



이므로 


 


 

 




 




 




 








 




 

 





이다. 또 정적분과 무한급수의 관계에 의해  에서 연속인 함수 에 대하여

lim
→∞


 



 
 










이므로 치환적분에 의해 

lim
→∞


 



 
 


 lim

→∞

 



 
 















이고, 

lim
→∞


 



 
 


 lim

→∞

 



 
 


 lim

→∞


 



 
 




















이다. 따라서 

lim
→∞















 

 

이다. 
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[문제 2] (100점)  

좌표평면에서 반지름의 길이가 1이고 중심이 원점 O인 원에서 두 점 P , Q가 움직인다. 시각 일 때 P , Q가 축

의 양의 방향과 이루는 각은 각각 cos, cos이다. 삼각형 OPQ의 넓이가 최대가 되는 의 개수를 구하여라. 

(단, ≤≤)

[예시답안 1] 

시각 일 때 삼각형 OPQ의 넓이는 


sincoscos이다. 

 coscos라 하면  ′sinsin sincossin sincos이므로

 ′   이면 sin   이거나 cos  


이다.

sin  에서    


  


 이고 cos  


에서   


 


 


 


이다.

 0 ⋯ 








  


 


 


 

′ 0 - 0 + 0 - 0 + 0 - 0 + 0 - 0 + 0

 -4 ↘ -6 ↗ 12 ↘ -6 ↗ -4 ↘ -6 ↗ 12 ↘ -6 ↗ -4

  의 그래프의 개형은 다음과 같다.

삼각형의 OPQ의 넓이는 


 (     )을 만족하는 에서 최댓값을 갖는다. 그래프 개

형에서 교점의 개수를 세면 총 28개이다.
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[예시답안 2] 

시각 일 때 삼각형 OPQ의 넓이는 


sincoscos이다. 

 cos라 하면 cos  이므로 coscos  이다. 

    
 



라 하면  , 이고 





, 


 , 




이므로  에서 함수   의 그래프와  


가 만나도록 하는 정수 의 값과 교점의 개수는 

일 때 이고,     일 때 각각 로, 교점은 모두 개이고 교점의 좌표의 절댓값은 보다 작다. 

또 ≤≤에서   에 대해 cos  인 는 모두 개다. 

따라서 구하는 값은 × 이다.
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[문제 3] (100점)  

함수  의 그래프의 점 P 에 대하여, P에서 축까지의 거리와 P에서 축까지의 거리 중 크지 

않은 값을 함숫값으로 하는 함수를 라고 하자. 다음 물음에 답하여라. (단, ≥이다.)

a) 의 범위에 따라 함수 가 미분가능하지 않은 를 모두 구하여라. [60점]

b) 두 함수   와   의 그래프로 둘러싸인 영역의 넓이를 구하여라. [40점]

[예시답안]

점 P 에서 축까지의 거리는 이고 P에서 축까지의 거리는 이다. 또 

  ⇔   ⇔  

이므로 다음이 성립한다. 

[1]  일 때   ⇔    이므로 












  ≥ 

   

  ≤ 

이다.

[2]  ≤일 때   ⇔   이므로

   ≥ 

  

이다.

[3]  일 때

   ≥ 

   

이다.

또 방정식  의 근은 , ±이다.

a) 위에서 보인 바에 의해 의 값의 범위에 따라 가 미분가능하지 않은 는 다음과 같다.

    ≤  

 , ± , ±, ± , ±, ± ±

b) 위에서 그린 그래프를 보면 둘러싸인 영역의 넓이는 모든 경우에 대해 




  


이다.
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[문제 4] (100점) 

한 변의 길이가 인 정삼각형 ABC의 세 변 및 내부에 포함되는 직사각형 PQRS의 넓이의 최댓값을 구하여라.

[예시답안]

직사각형의 네 꼭짓점 중 많아야 한 개가 정삼각형의 변에 있으면 직사각형이 정삼각형 내부에 포함되도록 직사각

형의 가로와 세로의 길이를 키울 수 있다. 또 직사각형의 네 꼭짓점 중 2개만이 정삼각형의 변에 있으면, 직사각형

의 네 꼭짓점 중 많아야 한 개가 정삼각형의 변에 있도록 평행이동 할 수 있다. 

따라서 직사각형의 네 꼭짓점 중 적어도 3개가 정삼각형의 변에 있을 때, 직사각형 넓이의 최댓값을 구하면 된다. 

두 꼭짓점이 한 변에 있는 경우 다른 두 꼭짓점은 이미 삼각형의 다른 두 변에 있거나 다른 두 변에 있도록 키울 

수 있다. 따라서 P는 선분 AB, Q는 선분 BC, R은 선분 CA에 있다고 하여도 무방하다. P에서 선분 BC에 내린 

수선의 발을 점 H, BQ ,  ∠PQB라 하자. 이때 다음이 성립한다. 

[1] 꼭짓점 S는 삼각형 ABC의 변 또는 내부에 있으므로 

        ∠APQ ∠PBQ∠PQB  


≥ 


, ∠ARQ ∠RCQ∠RQC  





 ≥



    이다, 따라서 


≤≤ 


이다. 

[2] BP sin


PHPQ sin이므로 BPPQ sin ×


이다.

[3] BQBHHQBP cos


PQ cos이므로 PQ 

sin
cos이다.

같은 방법으로 QR








sin



cos








QR 

cos
sin이다. 따라서

PQ 
sin

cos×QR 
cos

sin이고


sin

cos× 
cos

sin




sincos





sin
이므로 PQ×QRsin


이다. 

또   
 






이고, 


≤≤ 


이므로 ≤sin≤이다. 

따라서 PQ×QR≤ 


×





이고 등호는  


,   


 또는  


,   


일 때 성립한다.

그러므로 구하는 최댓값은 


이다. 


